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Das logaritlimiselie l^oteiitial von (0 einander sich 
ansschliessenden Kreisflachen. 



1. 

Einleitung; Koordinaten. 

Die Hieorie des loofaritlinnschen Potentials findet ilire Anwendnno-, ansser bei der konformen 
Abbildung nnd dem Dnrch^an^e der Wärme <lnrcli Platten in stationärem Znstande, auch bei 
gewissen finperten Massen, welche auf einer ebenen Flädie verteilt sind und zur Zeit des (Tleich- 
«•ewichts auf Linien sich angesammelt haben, solange die Flächen als leitend anp:enommen werden. 
Die Massenteilchen, welche hierbei in Fra<>e kommen, üben proporticmal ihren Massen und um- 
gekehrt proportional ihrem Abstände eine anziehende oder abstossende Wirkung auf einander aus. 
je nachdem die Vorzeichen verschie<len oder gleich sind. Es handelt sich darum, die Verteilung 
dieser Massen im (Tleichgewichtszustande näher zu bestinnnen. 

Schon Kirchhoff ^) hat in seiner Arbeit „Über den Durchgang eines elektrischen Stromes 
<lurch eine Ebene, insbesondere durch eine kreisfr>rmige" die Art der Elektricitätsverteilung 
theoretisch ermittelt und näher durchgefülirt unter der Voraussetzung, dass der Zustand einer 
kreisförmigen Scheibe ein stationärer geworden ist. und dass die Elektricität <lurch einen Draht 
in sie hinein, durch einen zweiten aus ihr heraustrete. 

Herr Xeumann^) giebt in seinem grundlegenden A\'erke (bis h)garithmische l^)tential 
<les Kreises. 

Herr Voss^) berechnet <his logarithmische Potential der Kardioide und ( 'assinischen Kurve 
und als Specialfall der letzteren <las der Tjemniskate in Polarkoordinaten. 

Herr Rassel ^) behandelt in zwei Arbeiten über die Bewegung einer Flüssigkeit in und 
um Cylindern, deren Quersclmitte hinsichtlich ihres ^litteljuinktes das Tnigekehrte von Ellipsen 
mit demselben Brennpunkte sind, und bei (^lindem 4. (Grades oder andrer (iattung das Potential 
dieser letzteren. 

Herr Baer'') untersucht das logarithmische Potential einer Paskalsclien Schnecke 1. und 
2. Art und im Anschluss hieran (iie Dichtigkeit der Kardioide. 

1) Poggen, Annaleii. Bd. 64. S. 497 ti. ff. 

-) üntersuchniigen über das logarithmisohe und Newtonsrhe Potential. Lcipzio; 1S77. 

'*) Beitrag zur Theorie des logarithmischen Potentials. Rostoclj 1888. 

^) Quarterly Journal of Math. Vol. XIX h. XX. 

") t'her das losrarithmische Potential einer Paskalschen Schnecke. Kiel 1S97. 
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hl o-epremvärtiofer Arbeit soll di(» Vcrteilmio- von Massen, welche eine rei)u]sive Wirkun^r 
auf eiiiauder ausüben, oefnnden werden auf einer beliebigen endlichen Anzahl (v) sich aus- 
schliessenden Kreisen in einer Ebene ohne Ein^nrkung von äusseren Kräften. Auf den Fall, 
dass die Kreise sich berühren, ist nur kurz eingetrangen , da er durch eine Grenzbetrachtung, 
durch welche die resultierenden Keihen in futegrale übergeleitet werden, seine Erledigung 
finden kann. 



Die Schwierigkeit der Untersuchung liegt in der Anw^endung eines geeigneten Koordinaten- 
systems. Icli verwende zur Lösung des Problems dipolare Koordinaten mit verschiedenen Polen. 
Sind nur 2 Kreise in einer El)ene der Lage und Grösse nach gegeben, so ergie.bt der Dui'ch- 
schnitt jedes die beiden gegebenen Kreise 1 und 2 rechtwinklig schneidenden Kreises mit der 
Centralen 2 Punkte Ai,2 und Aa,!. welche Pole genannt werden. Ist B irgend ein Punkt auf 

der Peripherie des 1. Kreises, so hat das A'erhältnis \— ^5 einen konstanten Wert, den war mit 

e bezeichnen, und in gleicher Weise gilt, wenn B ein Punkt der 2. Kreislinie ist. die 

Ai 2 B' — Hl 

Gleichung -r-'-ü' = ^ ^ wobei die Parameter S^is und Bn der Ungleichung 
A2,i-n 

-L 00 > ^,,a > > B2,\ > — X) 

genügen. Werden nunmehr 3 4 5 . . v Kreise in Betracht gezogen, so lassen sich die Pole des 
1. und 3., des 1. und 4. . . bis schliesslich des 1. und v*^" Kreises geometrisch leicht konstruieren; 
alle diese Pole, welche Ai^s und As^i, Ai,4 und A44, . . . Aij, und A,.,i genannt sein mögen, 
bestimmen die bez. Parameter S'i,» und 9^3,1, 3^i,4 und ^4^1 . . B^j, und S^,..i durch die Gleichung 

^ _ (2a)i.x e 
1 — e 

wenn (2a) den bez. Polabstand bedeutet; hierbei ist jedesmal das S, welches als Index erst die 
kleinere, alsdann die gi'össere Zahl hat, positiv, dasjenige, bei w^elchem das entgegengesetzte der 
Fall ist, negativ. So kommt es, dass im Innern des Anfangskreises 1. (v — 1) Pole, nämlich Ai,2, 
Ai,s .... Aij,, vorlianden sind. In gleicher Weise werden die zum 2. Kreise gehörigen Pole 
bestimmt. Hier zeigt sich, dass derselbe den Pol Aä,i bereits hat, und dass wir nur die Pole, 
w^elche zum 2. und 8., zum 2. und 4. . . . zum 2. und v^^" Kreise gehören, noch bestimmen 
müssen. Dieselben w^erden mit A2,3 und As^s, A2,4 und A4,2 • ■ • M,r und A,v2 benannt. Die 
Parameter, welche sich auf diese Weise ergeben, heissen S2,a und 3^3,2. ^2,4 und 3'4,2 . . . ^2,1' und 5,^2. 
Dieses Verfahren wird bei allen v Kreisen angewendet, sodass jeder der v Kreise (v — 1) T^ole 
enthält; über die Parameter gilt allgemein, dass ein ^ in Bezug auf ein vorhergehendes negativ, 
in Bezug auf ein nachfolgendes positiv ist. 

Die Entfernung zweier bez. Pole in verschie<lenen Kreisen wird mit (2a) bezeichnet und 
die entsprechenden Kreise, zu welchen sie gehört, durch Indices angedeutet, sodass z. B. (2a)x,x 
die Entfernung der Pole Ax^ und Ax,y. von einander bezeichnet. Einen veriabeln Punkt im 
Innern der Kreise habe ich mit J und dem Index des Kreises, zu welchem er gehört, bezeichnet. 
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sodass z. B. Jx bedeutet, dass der Punkt J im Innern des A^®" Kreises lieg-t. Die Koordinaten 
dieses Punktes J habe ich mit dem ^ seines Kreises und ausserdem noch mit dem Index 

bezeichnet, sodass z. B. S' , einen Punkt im Innern des u^^^ Kreises bezeiclmet, dessen Para- 
meter ^ , ,, negativ ist. Dabei will ich noch erwähnen, dass ich den Parameter des inneren 
Punktes im 1. Kreise positiv, dagegen bei allen anderen inmier negativ genommen habe. 

Die Lage der Punkte auf den einzelnen Kreisen ist in Bezug auf 2 Pole eindeutig durch 
den Peripheriewinkel a über (2a) bestimmt. Dieser ist für Punkte in der Verlängerung von (2a) 
Null, für Punkte der einen Halbebene wächst er von bis tt, welchen Wert er für (2a) an- 
nimmt; für Punkte der anderen Halbebene ist dieser AVinkel > tv und erreicht den Wert 27r. Als 
Anfang wird dasjenige (2 a) genommen, welches jedesmal zu dem bez. B gehört und infolge dessen 
ist ar, wo keine Zweideutigkeit vorhanden ist, durch Indices nicht näher bezeichnet worden. 



Das logarithmische Potential. \) 

Sind Massen auf Kreisflächen zur Zeit des Gleichgewichts ausgebreitet, so handelt es sich 
um die Bestimmung des logarithmischen Potentials dieser Massen auf einen Punkt im Innern 
dieser Kreise. Betrachten wir 2 beliebige Kreise mit den Polen Ai,2 und A2,i, den Parameteni 
i^i,2 und S^2,i und dem Polabstand (2a)i,2! Ist u ==^ x + iy irgend ein Punkt des einen Kreises, 
so hängen die rechtwinkligen Koordinaten mit den dipolaren Koordinaten durch die Gleichungen 

_ (a)i,2 i sin iS^i,2 , _ ai,2 sin a 
cos i:^i,2 — cosa' "^ cos i^i,2 — cos^^ 
zusammen. Bezeichnen wir die Dichtigkeiten der Kreise mit qi und q2, die Kreiselemente mit 
dsi und ds2, so ist : 

^11« r 1 ^21^ C 1 

V oo ' = / qi ds, log -r und entsprechend V «o ' o = / q2 ds2 log ~^— • 
'^1,2" •■ r« 1.2" "1,2" ^ T-i''2,i" 

*i,2 « ^1,2 « 

Im ersten Fall ist :i^i,2 positiv, im zweiten ^2,1 negativ. Nun ist 

iO i 

(cos iS"! 2 — cos« ) (cos iS"! 2 — cos a^) \ 



ifl)'^ "0 ^ 1 ^ ^^'2 (^^^ ^ (^^2 — :^i,2) — cos (a^ — a)) 



und 



"1,2^ 



^1.2 

Q 11= X 2 — i?i,2 

log (cos iS^i 2 — cos a) =^ log - 2 2 e cos na für :&i 2 > ; 

^ 11-^1 " 



entsprechend ist: 



— 1/2.1 
^ n = oc j — ni>2,i 

log (cos iS'2 1 — cosa) =^ log - — 22 e cos na für ^2 1 

^ 11 = 1 Ji 



Vergl. meine Arbeit über die Verteilung gegebener Massen auf Kreisflächen. Dessau 18S9. 
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Ks l)eivclinet sich (iem<reinäss für ^i^^ > (): 



fh,2 



l*>^ ^, *« "^ ^^^^^ /o..\ ~ -^ ,. (^ ' ^•<>»"«^-f ^ cos na -e cosiifa" — a)\. 

^1 2 " 



und für :^i,2 < 0: 



U 

^^^^ 19^1« ^- — lo^(2a)i,ä — -^^ le "cos na" i e cosiiar — e cosn(a" — a)). 



Wenn man numuelir 



und 



.. - r:r^ ^ An cosnor 

( cos iS-i ,2 — cos a) u^o 



4äWi,2 " ,J' , - 

. ' ^ ^ ' = ^ An COS na 

cos 13-2,1 — COS a j,^.() 



setzt und von bis 'Itt integriert, so erg:iebt sicli für 3i,2 > : 

/) ,, w / ,^ ' n X 1 —^^^\,2 \ n-X J.1 / — Il0>l,2--Öl.2) — Hl?l,2v 

V ;;^ ^^ -_ 2«'AJ1o^- ^,, ' — 2' ^ cos na« f tt ^^ A« (e cos na" — e ), 

&l,y "\ (2a),.2 „._.i n ; ,, ,1 nV / 

und für den Kall ^2,1 < : 

/> „ w/ 1 n -X 1 — "*^i,2 \ 11 X i. I / — ll(^1.2-'Vl.2) l\i)2,\\ 

\ '''^ =-2;rAo(locr7^ - 2 ^ cos na«) ^ tt 2 A„ (e cos na" - e ) 

Wie man sieht, ist <ler Wert eines hi^arithmisclien Potentials verschieden, je nachdem der 
i)ez. Parameter 3 i)ositiv oder ne<rrttiv ist. 



8. 

Welchen Verlauf nimmt die Untersuchung? 

Da man unter der natürlichen Beleg-un^* diejenige versteht, deren (4esamti)otential auf 
beliel)i<rt' iiniere Punkte konstant ist. so werden zunächst v Bedingunospleichunoen aufgestellt. 
Für die Dichtiofkeiten, oder «renauer für die Dichtigkeiten noch multipliziert mit einem gewissen 
Kaktor, werden Ansätze in Form Kourierscher Reihen «renmcht. Der bez. Faktor wird deshalb noch 
genommen, weil sich auf (iiese ^\'eise (iie notwendi^:en Integi'ationen l)e(iuem ausführen la.ssen. 

Die in den Gleichuntren vorkimnnenden Koeffizienten A,r A«'' . . . A,r müssen so ))estimmt werden, 
dass den 1. Gleichungen (renüge geleistet wird; dabei ist zu bemerken, dass die Anfangskonstant^n 

A.r Ao'" . . . A,r sidi unmittel l)ar leicht bestimmen. Die logarithmischeu Potentiale werden darauf 
wirklich aufgestellt. Je<le <lei' y (Tleichungen l)esteht demgemäss aus v logarithmischen Potentialen. 
Da die konstanten Werte (h'rselbeii für alle Punkte der Kreise, also aucli für die Pole dieselben 
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sein müssen, su zei«rt sich. dass. wenn man einen veriabeln Punkt J naclieinander in jeden Pcd 
eines Kreises fallen lässt, ofewisse Gleichungen und zwar (v--l) <ileichun«ren Null sein müssen, 
wenn eine der Haupt «rleichungen erfüllt werden soll. Es entstehen auf diese A\'eise v Systeme 
von (Tleichunofen, jedes System von (v — l) (ileichunj^en . welche Null sind. Ks wird sich alsdann 
zeigen, dass in jeder dieser Gleichungen ein Faktor vorkommt, welcher fortfällt, sodass wir nur 
konstante (rrössen übrig behalten. Endlich werden die (v- 1 ) Gleichungen jedes Systems addiert, 
woraus v (Tleichungen mit den gesm^hten Koeffizienten als Unbekannten resultieren. Die Auf- 
l()sung dieses Systems von v Gleichungen durch Determinanten liefei't die AVerte der rnbekannten 
und somit nach den gemachten Ansätzen die gesuchten Dichtigkeiten. 



4. 

Die Bestimmung der Dichtigkeiten. 

Es sind uns v Kreise in einer Ebene gegeben , deren Parameter ^ in der bez. Synnnetrie- 
linie Null, in den bez. Polen unendlich sind, und zwar in dem einen + oo. in dem andern - oc. 
Die den Kreisen zugeführten Massen mögen Mi, M2 . . . Mr, ihre gesuchten Dichtigkeiten ([1. 
(12 . . . (ir heissen. Als Wert für ein Kreiselemeut ergiebt sich allgemein 

dS =:— . 

COS 1:^,; 1,; - cosa 

Wenn (ifleichge wicht eingetreten ist. haben sich die Massen auf den Kreislinien angesammelt und 
zwar so, dass die logarithmischen Potentiale auf beliebige Punkte innerhalb der Kreise konstant 

y. 

Sind. Diese konstanten Wei-te sollen Ci, C2 . . . (V heissen. Bezeichnet V^ das logarithmische 

JiÄi 

Potential des w^^*" Kreises auf <len Punkt .1 im Inneren des ^^**" Kreises, so müssen folgende 
(rleichungen erfüllt werden: 
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il n n ; 

Die Ausdrücke . ^' '- Xr^l,,,y erleiden in keinem Punkte des Kandes eine 

cos lS'(;_i^; — COSa 

rnstetifi:keit; dabei; sind auch die Dichtigkeiten endliclie und stetige Funktionen von B und a, 
und da die S als konstant anzusehen sind, so lassen sich die Ausdrücke . -^ - , (A-=l. . v) 

cos i:^(;._i) ;. — COSor, ' ^ ^ 

in eine nach a fortlaufende Fouiiersche Reihe entwickeln. Wir setzen daher: 

lU X 1 

Ui^i.a ^=^ -2" An"" COS na (cos i^i,2 — cosa) 
11 () 

<laH2,i =- 2 A,r ^'Os na (cos iS^2 1 - cosa) 
11 <) 

n =x 3 
<l3a2 3 -— ^ A,r cos ua (cos iS^2,3 — cosa) 
n-o 



11) 



UKä.x-i),x =^ 2 An ('OS na (cos i5,x-i..x - <-:osa) 

11 -0 



11 -X r-i 

(l(j'-i)a,>2Mi'-ii ^-^ 2 ÄjT cos na (cos iS',,,.2;(r-i. - cosa) 
11 - 

11 X ;« 

<li'ilir-ii,r ~- 2 Au^ cos na (cos iif^i-ii,r cosa), 
11--0 

1 j' 1 i' 

und müssen nunmehr die Koeffizienten A^. . A.T', AiT. . AiT s5o bestimmen, dass die (Tleichungen 

1) erfüllt werden. 

Beachten wir bei der ersten der (ileichungen 1). dass die i^arameter S^a.i positiv, dagegen 

^2,1 ^3.1... ^r,i negativ sind, so lautet dieselbe, wenn die Potentiale bestinnnt werden: 

Uli) 2;rA,r (log,,. :2 e cos na', \ -r ^r :^ An ^ (e cos nat.a — e ' ) 

2 / 1 H-x ^ — n^j\, ^ n X 2 I / - ii(y,'.,— j'>jji) 11»!^^,. 

- ^-^^"~ 0"- (2a),, „^1 n ^' ■ ^'•^'^ "<0 ^ '^ „^;^'"~ 1. ('' ■ ""^"<^- ^ ■ ) 

•W 1 "=^1 -»^1,3 , \ " =^^ M / -"(^ü-'Vi) „ "'Vlv 

: 27rA.r (log ,,. , -2" e cosna^J i tt 2 An (e cos na — e ) 



X ^ 11 -x ^ -n»>ij^ ^ . ii=x XI / -»(•>i,K-'Vi> n "^x,i\ 

^ 2;rA.r log .., , .2 e cos na, ^ -^ tt -2" A,r (^ cos na — e 

V ^ (2a),.;, ,,_in ^'7 n=l » V '*" / 
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-{- 2;rA.r log.o^, — ^ n ^ C()snnri,(r-i) -f- tt :S e co.s iia'; .^^ — e ' I 

Die zweite der (Tleichungen I) lautet: 

1 / ;|^ U -X J U&Ij^ \ 11=X 1 |/ -ll(l5>i o— «9'^ l) , -""^1.2\ 

2) 27rAo^ log - - :^^ -e ' cx)s iia;\ -^ tt ^ A^ e cos n« -e I 

V (^aji,2 11=1 n ' / n^i UV / 

a/ ^ ^'^ ii^xjLUt\i ^\ u-x 2 1/11(^2,-^1) ^^ n\i\ 

+ 2. Ao- (log ^2^^^^ - ^^^2^ ^ e cos n.,, ) + .^^^^ Ar -^ (e cos ii«,, - e j 

+ '^''^^ r^ , 2a),a -„^; n ' ' '"' "<») -^- '^ .Üj ^" n l^ ''' "«^.'- ^' ) 
h ■ . • 

-" 2;r A.r (log: ^-2^^^^ -^:S^ „ e " cos n< J + n 2^^ A„ ^^ ( e cos n«, , •- e j 



v-\ / \ u=x 1 — iid«,(r.i) \ 11 -X r-i j[ / — n(^ä,()'-i) ~i5>a'-i),2) ni!'rr-i),2\ 

r / I 11 -X j — ii<?2,r \ n = x r \ / —n(&t,y—i)i','i) nf}y,2 \ 

-r 2;rA.r \\og-^^^^---2^ -^e cosn<„j - ;r^^^^^ A„- ^ (e c..sn«^,.,-e ) = CV 

Bei der dritten (Tleichung sind die Parameter 3^3,1 un<l ^2,1 negativ, alle übrigen positiv; 
dieselbe lautet: 

1 / 1 ^-^1 ~"^^»i \ " ^ ^ 1 / ~"(^i »""'^Bi) ""^"^i^sN 
III3) 27rA,r log ;,, \ 2 e "cos na" -^' tv 2 A,r e ' 'cos na'' - e 

V ^ (2a)i.3 11. 1 n 3,1/ ^^_j „ V »'1 / 

2 / 1 n -X 1 -11,5^;, ^ . ^^^21/ -»(»^^^.-^a) „ --i^^2,3\ 
i- 2;rA„ Uog-^. ~- 2 e cosna.J -\-7r 2 A,r - U cosiiarg,— e 

\ \^^A)2,i\ n-1 " ' ^ 11=1 n \ ' / 

^ -^^^ l^"^ (2a.K3~iii n^^ ^^^^"^mJ -F ^^ J Ar ^ ( e cosna3, - e ) 

-^^^ r^(2a)3:r" hJ n' '"''^"mJ t- ^^^J A^ ^^ (e cosna3, - e j 



!.. 
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: 2;rA- (h^ ^^,^^^^- ^^^ ^^e cos,,« J ,- . ±^ A„ - (e c-os„«.^-e ) 

II " 

-,- 2;r A.r (log ^2--- - - ^£^ ^^ e " ch.s„<,.) -; ^^^ v^ A,r „ (e cosn <,. -e ' ) ^- (V 

Die K*" Gleiclmng: lautet: 

, , ' /, 1 ■' f 1 "'Ci „\ , n-:,^- > 1 /-"(*, ,K-<.i> ., -n*i,x\ 

«) 27rA„ lo<r^,^-. 2. e cos ii«„ , M- «" — A« e cos,,«,— e 

V (2a),,x „==1 n "•■/ „._! „ \ "■' / 

-1 / i n -X I nöx,ix-i. V n X I /— n(»9(x-i),x — »V(X-i») ~"'^(X-i>,x\ 

\ "^(^ai.x-i,.' n-_-i " '* '^ 11-1 1^^ • 



-i^x., 



x-i» 



11 -X I iii>x,(x-i) \ n X X I / »(öx.ix-ti - öx,(X-i)) nöx.ix-i) 



X / p II - X j u«/x,(x-i) \ II X ^ [ ( "v'^x.ix-ii - i/x,(X-i); »»^x.ix-i)\ 

-^ -'^-^ " K,2aw.., „-;»*' ">s„«;„,.„) r^_^^'^Ar„(e «'s «<„..„- e ) 

I' / 1 n -X j liOx.r \ n y- r ]/ — h(^x,)' — i>)'.x ) H*9r.x v 

♦ 2;rA.r loM* ^ - -l" e cos na ' , • tt ^' An^ e cosn«''. e h^^' . 

V "(2a)x.r „- ill '"'^ ' 1,^1 "^ '''' ^ 

Di« iv-1)*® (Tleicliung wird lauten: 

'^*'''->'^ 1 / I 11- X ^ n^('r-i).i V n -jc i i /--ii(^h,ii'-\)—^Ay-iKi)^^ - -ii«>i,(r-i) \ 

2;rAir (lofi- ^^" ^' e cos na'' . ] ^ 7t 2^ An" e cosua', ,,, — e 

2 / I n — X I ni^(j'.i,.2 \ 11 X 2 [ / — ii(^2.(i'-ii — »^()'-i»,2) 

^ -'^'^ " ('"^'(2a.,,...., "„-; n ^ ^■"'^"""'-- ) -^ '^..f r''~ „r- ''' "«''- 

X / I ii-x]L n^(r-i).x \ 11- X X j / — mC^xj'-k — ^(r-i),x) -nöx.ir-nv 

-. 2;rA.,- loff ^■' e cos,,«;.,, J - ;r ^ A- . e cos n«;.„ , ■ e ) 

(^a)x,(r 1' 11 1 *i n 1 " 



ni?a,(r-ii 
- e 



+• 
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o o 

■r 2.A- (log,2a,„,,,,,„.,^ ~f j,/' •^««Km,.,.-. j i -f Ar ^^ (e cos „<,.,„„,, -e ) 

" ^''^^o r^(2a),...,,,,.. - f, n" ^'^^ '^<'-.'-' ) + '^f ^"-,1 ^ '•■^•^ "«-— - *^ ) 

j' / i n=-x j^ — n^d'-iij' \ 11-- X )' I / — iH»^'!'-!',/' — '^r.(i'-J)) n'9j',(j'-i» \ 

f- 2;r Ao^ l^g^/o^S" -^' ,, ^ ^^>^ lWr-i,.r 4 tt ^ An^ ^ ( e cos l\a" , — e = (\,m). 

(Ja>,'-i),r ,1=111 / 11=1 11 V ' '•'' / 



Die y^** Gleichung' heisst: 
III,.) 



o o 

a / i n -00 j u«>;'.2 \ n=x s |/ — n(^2,r — i*>r,2) -ii»?2,j'\ 

-^ '^^ Ar (log ^ 2-,^ ^, - _^£ - e cos n«;„ j ^^ ^J^ A„- ^^ (e cos .<, - e ) 

f- 

^2^A., (log(2^)^^ -^^^^ „e c-osn«,,,,) f;r^^^A,r„(e «osu«,,, -e ) 

1 2;rA.r(log^^^^^^^ -^v^^, cosu<,,_„ ) - ;r^^^^ A,r „ (e .•osn<,,,, - -e j 

o o 

^ ^'^ A.r (hfr ^.^^^ ^^^^^ -^£^ ^^ e cosu«;:,,,,, ) -^^ v^ A.r ,, (e cos „.;;„..„ ^-e j 

In diesen (41eicliun^en lassen sich durch das Integral / q; ds =. 11;^ (A = 1 . . . v) <lie 


1 2 j' 

Anfang'skonstanten A.r A,r . . . A,r unmittelbar bestimmen. Lassen wir in der ersten (iJleichunjy 

einen Punkt Ji in den Pol Ai,2 fallen, so vei-sch winden, weil alsdann e ^^0 ist, die (rlieder 

o o 

mit e ; fällt Ji nach Ai^jj. so versdiwinden die (Glieder mit e etc. . .. fällt Jt nach Aij-, 

■<,. 

so verschwinden in derselben (xleichuno- die (Mieder mit e . Soll also die 1. (ileichunif für 
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alle diese Punkte iimerlialb des Kreises «jfelteu, so müssen, da (v — 1) Pole vorhanden sind, (1/--I) 
Gleichungen Null sein. Dasselbe gilt für alle übrigen Gleichungen. Wir eihalten daher das 
Resultat, da^s, wenn die erste Gleichung erfüllt werden soll, folgende Gleichungen gelten müssen: 



n -x — iij!^, 2 n X 1 — »(«^i 2 '"'^i 2^ 11= x — iid^ 

IVi ) -- Ml 2^ e "cosufl'^jj r TT' JL" A,r e "^ '" cosuö'jg — M2 2! e 



1.2 

cos nar, 



1,2 
11^1 n -1 11=1 



n-x 2 -n(ir;,-i^2^) 



-[ ;r JL" An e ' ' cosnoTj^ =^ 0. 



11 -^x —nO.o u=x :\ - tl({>. »—&af) 

3 Jl e cos \\a^ ,^ \ TT JL A„ e cos na^ » =^ 0. 

11 - 1 '" 11=1 



n=x — u^i ,{ ii=x y, — "(^1 x"~^x,i) 

— Mx -1" e ' cos n^j' ^ ; tt Jt' A^r <^ cos n^'j* ^ =-^ 0. 

n=l ' ' 11=1 



M„.-ij -1 e cos Ufl'^ ,,,_,, ' TT ± An e cos na^^ ,,..,^ = O. 

11=1 ' 11=1 

f) o 

11=00 — iii!>, „ n=x )• — n(i5^, ,, — d,, .\ 

r -1 e cosnöTjj, : TT JL An e cosn^'^^, =0. 



Soll die 2*« (ileichung für alle Punkte gelten, so müssen folgende Gleichungen Null sein: 
n=x 11«?!' n=x 1 —M^io—Ki) "=^ "'^ai 



— Ml ^' e "'^cosna^^ f- ^ -1' A,r ^ ''' ''''cosnAr^j — M2 2 e ""cosnör^, 



11=1 ' n=-ri ' 11=1 

11= X 2 n(t>^, -djjj) 
7t 2 A,r e cos UöTg 1 ^^ ^>- 

11- X — ni>2 3 n-x 8 11(^23—^32) o 

Mfl ^' e ' cos Wal H :- ^ -i' ^^^ ^* ' ^'^^ ^^^2,3 = ^^• 

11= 1 ""' n=l 



ii=-x -11^2 X "=^ »^ -"0\x-^x.2) o 

Mx -i" e ' cosner"., | n 2 A,r e cos na = 0. 

11=1 11=1 



n ^oc ■ ni> .,, n=x r-i -n(\„.-i, -«^(r-D.a^ 

M„.-nJi: e cosn^;,,.,, ^ tt ^^ An~ e cos na^ ^,,., , = 0. 
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n 1 " n 1 

Ans der dritten Gleichnng: erg'iel)! sich folgendes System von (r-1) Gleiclnm^en : 

— Ml ^ e cosnor«, !- ;r ^ An e rosn«'.. , = 0. 

n — cc iii!>3 2 11 -x a — "(^'^a 3 ~'^:j 2^ " "^ "''^3 2 

- M2 JL' e ' '" cos n^JJ ^ : tt ^V^^"- e '" "^ cos na" ., - M3 Jl' e '"'cosna^^ 

11-1 ' n 1 *" 11-1 



- 7t 2l AiT e ''" ""'cos na* -^ 0. 



n-l 

n-=x — iii?o . n=x 4 — n(dai-^. n) 

— M4 ^ e cos nfl'3 4 -f ;r Ji An e cos n^^ ^ = 0. 

11 1 ' n=-l 



y. 2l e cos nar„ ^ TT 2. An e cos na„ ,^ = 0. 

n-l 



r -i e <'osnfl',^^, - 7t 2l An e cosn»,^, ^-^ 0. 

n =1 ' n^l 

Das System der k*®" (^leiclinnp: wird lanten: 

"^^ n--=x IM?", n--x i - Ti(/>, y-i^* ) 

1 ^ e cos na^ ^ f^ TT ^ A„ e cos na^ , r=^ 0. 

n- 1 ' n -1 

- M2 2l e '"cos na" ^ ;r Jl' AiP e ' '"'cos na" , ^ 0. 

n- 1 n--l 



n=l " ii-=l 

Mx -i e cosna^. + 7t ± A« e cosna^,^,, ^ 0. 

n -1 ' n 1 
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n^l ' n 1 



n 1 II 1 



Aus der (k-I)****^ Gleic-liun<r ergeben sich folg-ende andere, welche »elten müssen, (hiniit 
dieselbe erfüllt werden kann: 



IV.,..,,) 



11 X in?, 



(r-ii,i 



11 -^x 1 --n('>i,,-.i, -'>(,.., ).!) 



n -1 ' II - 1 

11 -x nt'>" ,,.^ n a. 2 — "0^-> (,.-i, — 'Vi, 9) 

— M2 -^ e <*osnär,^..,^., f tt -i A„ e cos no'^^.^^g :^ 0. 

n-1 '" n 1 

nc=oc 11^,,,.,,;, ^^ '' "^ ."^ -"(•>x.(r-n-'Vi,.x) 

n--l n -1 



1) '^\v-\\.^v-'i\) „ 

n -1 11-1 



n ^x iiö^,M...r-2. .. , » ^f , {l^ -"^^(r-2...r. 

- M(r-2i -i e ^'os 11«^, r-i ,.,'-•>, —rt 2l k^, e 

n -1 ' 11-1 

11-^00 n^^l*,,,, „..0, ^^ i»--x ,^i n(d, „,..j, -'>,r-iMr-2)) 

n-l n-1 

ii^cc -n/V,,,, ^^ "=^. ^ n^Cuj'-'V.r-i)) 

- M(n ^ e cosnflr^,,^,,, } ;r -2 A„ e <*^^^^^^,r-i) r "" ^^• 

n-l ' n=l 

Kndlich werden ans der v^**" <Tleichun<i- foljiende tollen: 

'' n X n»9*', n - X 1 "('^ij. ~'^m) 

- Mt -1' e ' cosnorj'j n 21 A,r ^ cosna°, — 0. 

11-1 ' n 1 

n X n/^,,., n X 2 —^^(''^2,r~'^r.'i> 

— M-i ^' e "(•osna'°, \ n 21 A.re " "cosn^y" — 0. 

11-1 n 1 

n-x \\().,^ w -y- y. — n(»9 - f).,y) 

- Mx -1 e cosnfl',,^ \ 7t 2 Au e cosn^r^.j, =^ 0. 

n-l * n 1 
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n-x n.^;;,,.,, %f '1^ - "('^'L.r -C.,r) 

— M„M. -i e rosna,.,,,^, ^ tt -> A„ e cos na,,,,,,, =~- 0. 

11-1 ' n 1 

II X ii/>;:^,,i, ^ H X r i«(/a;,,;..i '>,,„..i.) 

- M,. Jl e cos IIa,, ,,^j • 7t JL A„ e ^'^^^ ^^^nr-i. ~ ^^• 

11 1 ' n 1 

In allen diesen (Gleichungen fällt, wie leicht zu sehen ist. ein i>euieinsanier Faktor fort. 
Setzen wir Mi • M^ . . . M,. -^ .Mund addieren die (v-l) (Tleichun^en jedes Svstenies. so bekommen 

wir folgende ausser den unbekannten Koeffizienten An"' . . An~ nui* konstante (Grössen enthaltende 
üleichunoren : 

;rAn"^e ' 1 TrAiTe " ( tt A,r e ' - . . i 7rA,rre ' ' ... tt A,r e 

i TT A,r e ' =~ M. 

i — n/>^., £ ~"'^2.i ^ "'\2 ^ "'V'i ''"* ^^ir-V'> 

TrA^re " ^ ;r An e ' ( tt A» e ' ^ . . . ^ tt A» e '^ \ . . -;rA,7^e 

! ;rA,r^ ' ^- M. 

7rA,r^ ! 7rA,re "' • ;rA,r^ : ^rA^re ' . . . -• tt A,re 

f . . . -L ;r Are '■ =M 



;r An e ^ tt An e ' . . i ;r An e ^ ;r Au e 



;r A„ e • ;7' An e - . . . -i^ tt An'^e • . . . • ;rAn''e 

: ;r A„ e -! tt A,re = M. 

»- AlT'e ' ' TrAn'^'e ' • . . . • 7rA,re ' : . . -;rA,re 

n An e TT A„ e =- M. 
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t'in aus diesen (Tleichimg-eii die riibekannten AiP zu bestimmen, setzen wir die Determinante 



ni>. 



1,2 



11!?. 



2,1 



mh 



3.1 



m% 



XA 



"'^r-l).l 



ni) 



i'.i 



h,2 ~-^h,\ 



ni9, 



3.2 



ii»7^ 



e e 



— n«?.^3 ~11/>3j. 



nO 



4,3 



II »9, 



X,3 



VI) 



e e 



n/>.,,_j,,j ii»9 



;',3 



e " e 



Tn = -"'^i.x --"-2.x 



—11^. 



x/x-i) 



"''^i'-D.X "''^'.X 



— «^i.n-D — "^2.rr-i) 
e e 



e e e ' 



e. ' e 



-"'Vr - -"'^r-2\r -"'^(r-i..r -"'^Mr-n 

e . . e e e 



und bestimmen nunmehr noch folgende andere, indem wir die Koeffizienten der jedesmaligen 
Unbekannten durch die Absolut glieder ersetzen: 



VTI) 



R,i = ^ + - e e 

~ TT 



~"'^x,(x-i) ~~^''^(j'-i),()'-2) ~~^^^r,(v-i) 

. . . e . . . e e 



Rn = ^ + e e 

~" TT 



-'^^x.(x-i) --"'^)'-ii,(r-2) -"'Vom. 

e . . . e e 



Rr -- -S ± e ' e 



m\^ -n^2.i M 



"~"'VfX-l) ■"'^i'-i).(r-2) "~"'^'.(;'-i. 

. e . . . e e 



7t 



m\^ -n.92,1 -«'^3.2 M -"'V(x-i) -"'^r-l),(r-2} -»^'.O'-D 



R,r =^ 2! + e. ' e e . . e 

— TT 



X luV, .. - ll/>g . — ll«Vq^ 71^ 

,1 = -i + e e e 

~" TT 



'""'^(r-i).0'-2} """'^'.fri.i 
e e 



i/-i 



mVj .^ - ii//j, ^ — luVjj 2 



Rn^ =- ^' + e ' e "' e 



~ "''^x,(x-i) M """'^',0'-i) 



;r 



Durch Division ergiebt sich: 

1 2 

, 1 _ Kn- i R„- 

'■^11 — rn ' "^n — rn 

Ml ' U 



"'V.(x-i) ~"'^0'-i).,r-2i M 

. . e 

7t 



^\\ - - rn 
1^11 



A - _ R>r 

-•^n - rn 

1 11 
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Weim wir diese gefiuuleiieii Werte in den Gleicliuuo:eii 11) einsetzen, so erhalten wir für 
die gesuchten Dichtigkeiten: 

/ M ^* ^ R ^ \ 

^ll h.-i "" (2a- + '^ fl ^^^ ^V ^^^^ ^^»'2 ~ '^^^^ *) 

2 

(AI n--x P "^ \ 

VtT ^ ^ t" ^'^"^ ""^i (^^ ^^^'3 — ^^>^ «) 

3 
, * -! -£ rn" «»S 11«) (cos i»2,, — COS a) 



VIII) 



In diesen (ileichungen sind die En und Tn durch die Determinanten in VII) und \l) 
bestimmt, sie enthalten demnach die Lösung der gestellten Aufgabe. 

Ist nur ein Kreis gegeben, so ist Kn'^^^ — , Tu =^ e '", also 

7t 

<li '\2 =" V 2"»- "^ ^ '^ *" ''^^ ^^V '^^"^ ^^1.2 ~ ^"^ ") 

oder, wenn man summiert und reduziert 

MU— e } , . 
(j = ::^^- d. I. 



47ra,2e 

M 
•l=2;rr' 



wenn r den Radius des S^^^'^^^^^ses bezeichnet. 
Sind zwei Kreise gegeben, so ist 



» n 



' ^^,2 »^2.1 



— ndj2 — n^2,i 



1 yr — nÄ^ j 

K„- = ^^ + - e 

— TT 

Rr - -i: + e '' - 

"~ TT 



Digitized by 



Google 



18 



Iso: 



/-n//^^ 111?, A 

/Ml , M""-^ \e '— e Vcüsiia \/ .^ v 

'^ ''^ \2;r ^11=1 — »(^2.1 — '^,2^ —"('^1,2—^2.1)/^ ^'- ^ 

e ' — e 

/Mg , -V'^t-'^ \e / — e /cosua \/ . v 

H) '^'> , = (o " -^ ~;;77j q — ; ;;7g q \I l^^^^"* i^> 1 - ^^^^ «) 



oder in anderer Form 



/Ml , 1/"^,^ U-e '7e 'cosiia\/ .^ ^ 

1— e 
/ —2110. ,\ nä, . 

1— e 
Damit ist aus der allgemeinen L(isung ein Spezialfall hergeleitet in dei-selben Form, in 
welcher das Resultat in einer früheren Arbeit aus Funktionalgleichungen gewonnen ist. 



Die Dichtigkeiten auf v einander berührenden Kreisen. 

Da der (^ang der l^ntersuchung für diesen Fall derselbe ist, als in dem vorhergehenden 
Abschnitte, so beschränke ich mich darauf, die Veränderungen anzugeben, welche durch Ein- 
führung neuer Koordinaten an Stelle von ^ und a hervorgerufen werden. Da die ^ . . . und a . . 
nicht mehr anwendbar sind, weil der Polabstand {2a) Null wird, so setzen wir 

''' a.und .^"^ -- A. 



(2a)j, ^'' (2a)i, 

1 ^., 

Jetzt bezeichnet - den Durchmesser des betreffenden Ö- Kreises imd w^enn t^ - =^ ^oi 
^\. ^2a),.i '•' 

gesetzt wird. den Durchmesser des Kreises auf der entgegengesetzten Seite, welche beide 

sich berühren: desgleichen ist der Durchmesser eines Kreises, dessen Mittelpunkt in der y Achse 

A 

liegt und welcher die x Achse im Berührungspunkte dei- ö- Kreise berührt. Die Punkte der 
fe)- Kreise sind durch solche .>/- Kreise bestimmt, wenn A von — x bis - x geht. Im Berührungs- 
punkte selbst sind fe^j ^ 0., j . . . . und A Null. Für zwei unendliche kleine Kreise, welche sich im 
Berührungspunkte berühren und deren Mittelpunkte bez. in der x Achse liegen, ist 6>, ,, == -- x . 
6^., , =^ — X ; diese unendlich kleinen Kreise heissen jetzt Pole. 
V\\\ ein Kreiselement ergiebt sich 

dSj: = .,- ., A =^ 1 . . . r. 

e\ -V A' 
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11 X 

All Stelle der Fouriersclien Keilie ^ A» cosiior tritt jetzt das Iiitep'al / f(n) cojs ii^dii, 

n -0 .' 



l r IV 

au Stelle der iiiibekaimteii Koeffizienten A,r • • A,r müssen die Funktionen i(^) . . f(^) bestimmt 
werden. Dadurch erhalten die Ansätze 2) die Form: 

^ i 
q^ = {&'^.^ - A^) I f(n) cos n^ du 
b 

q^^ ^ (0^^ i- ^^) / t'(n) cos n^dn 
b 

%^<^rv-iu' 5 ^'>./ fOi) ('OS n^ ^In. 
6 
Nmi ist^) 



T^^o'^o= — loß:(^i,2-''^ ^ ~ ' nr cos n(.</j,-^j,) ! e cosiiy^Jdn, 



mithin, weil 



/* 1 -«( <^i,2 -r i^M o o /• 1 -^^ßi;y i^) 

lofflR., . i/y)=_ — / e du. U)i»:(0, .,-- \J)=^~- / e du 







ist, und wenn statt dei* Exponential- die tri«:on(»metrischen Funkticmen gesetzt werden: 

00 -^^^2 o y -'H^u-^1,2) o -"^1,2 

l /• e ' cosn.y , . r ^ ^'^'^ ^^^^A .> - ^A '^ " ^ 

log ^ ^_ - - / du . / - '- du. 

1.2 

Desgleichen ergiebt sich: 

o o 

X —11^1.2 <. X — "^(^"^lA^ -^^l) o 11^2,1 

1 /• e cos nyL ., r e cos n( A, ., — J, .j - e ' cos nA., , 

log ^ . --- \ ^-'dn - ''' '''- - -'•' du. 

"'1,2^1.2 

Wenn man nunmehr die logarithmischen Potentiale bildet und die notwendigen Integrationen 
ausfülirt, so ergiebt sich, wenn ^^ positiv ist: 

e^ ~ /* ^ ^os i\A^ r ^ \e cos wA^ ~ e / 

V ^ ^ — TT f(o) / - "* du - n f(n) "" du 

(i^° / n / n 

und, wenn \ negativ ist: 

h Xeumann stat. Temi)erat. S. 158. 
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e, - /'e cos 11^, /• _ \e cosny^. — e / 
V '• =- - ;rf(o) / - - - ^ ,lii 1 TT f(ii) ^'— ein. 

A 

Lassen wir nuiiiuelir einen varial)eln Punkt .1 der Keilie nach in die verschiedenen Pole 
der Kreise fallen, so g-ewinnt nuin wiederum (v-l) (Tleicluingen, welche Null sein müssen, wenn 
eine der (rleichungen I) erfüllt werden soll. Nach Hebunof eines Faktors in jeder dieser Gleichungen 

und Addition der (v-1) Gleichunoen jedes . Systemes erofeben sich v (Tleichungen, aus welchen sich 

1 r 

die Funktionen f(n) . . . fin) berechnen. Setzen Avir: 

S,a, = -i + e e e . . . e 

P,n) = -2 + e e ... e • e 

Pn =^ -Ä + e ... e e e 

ln=^-i+e e e e ....e 

n =^ -i X ^ ^' ^^ ^' 7 

so ist f(n) ^ '^ .fm) ^ 'j ... Uw) ^- ^V 
und wir erhalten für die Dichtigkeiten: 

X l 




X 



<> 



®M ^ ^^m) ^ 1 VI COS 11^ (in 







00 r^ 



Diese >\'erte entsprechen denen des vorhergehenden Abschnittes ; an Stelle der S^ . . und a . . 
sind die & . . und A . . getreten, die Fourierschen Reihen sind in die Fourierschen Integrale 
übergeleitet. 

In einer weiteren Arbeit sollen die Dichtigkeiten auf v einander schneidenden Kreisen 
bestimmt werden: alsdann wird sich eine übersichtliche Darstelhing der gefundenen Resultate, 
sowie der Zusammenhang der die Dichtigkeiten darstellenden F'unktionen leicht ergeben. 

Dessau, im Januar 189U. 

Thöldte. 
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